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Matematica Financeira

Unidade 1 - TAXAS DE JUROS

Apds concluir esta unidade, espera-se que vocé seja capaz de:

e Reconhecer a alteracao de valor do dinheiro ao longo do tempo.

e Distinguir juros simples de juros compostos, a partir da explicitacdo de seu regime de
capitalizacao.

e (Calcular a capitalizagdo de um montante, dada a taxa de juros.

e Distinguir equivaléncia e proporcionalidade de taxas de juros.

e (Calcular taxas de juros equivalentes.

e Distinguir taxa nominal anual (TNA) e taxa efetiva anual (TEA).

1.1 Momento e Periodo
Antes de iniciarmos o mdédulo, é importante fazermos a distingdo entre momento e periodo.

e Momento é um instante no tempo.
e Periodo é um intervalo de tempo decorrido entre dois pontos ou eventos do projeto.

Dessa forma, embora os beneficios e os custos de um
projeto sejam gerados ao longo de um periodo, eles
ocorrem num determinado momento. Por exemplo, o
salario mensal de um trabalhador para o més de janeiro
é gerenciado ao longo de todo esse més (periodo),
sendo que, normalmente, so é pago ao final do més
(momento).

Logo, ao identificar os beneficios e custos de um
projeto, deve-se determinar quando ocorreram. A
importancia desse procedimento esta no fato de que o valor que se atribui hoje a RS 1,00 é
maior do que o valor dado ao mesmo RS 1,00 disponivel no futuro.

Embora existam varias razes para que a mesma quantia de dinheiro seja avaliada de forma
diferente, em momentos distintos, o mais importante é a existéncia de investimentos
alternativos para esse dinheiro. Um real recebido hoje é mais valioso do que RS 1,00 a receber
no futuro, porque pode ser investido durante o periodo de tempo considerado.



Para aqueles que desejam relembrar o tema sobre custos de oportunidade, sugere-se revisar
esse conteudo no curso Microeconomia Aplicada a Avaliagdo Socioecon6mica de Projetos.

1.2 Taxa de Juros

O conceito de taxas de juros é considerado essencial para o tema da avaliacdo de projetos, pois
serd através dele que iremos aprecar o projeto.

O rendimento financeiro gerado ao investidor por um recurso (capital) aplicado em uma opc¢ao
de investimento, durante determinado periodo de tempo, é chamado juros.

A taxa de juros (i ) é proveniente da relagdo entre os juros ( j ) e o capital inicial (C). Vejamos
o exemplo.

Se o capital inicial é de RS 100,00 e os juros sdo de RS 30,00, qual é a taxa de juros (i)?

Para solucionar esse problema, utilizaremos a equacgdo i = j/C. Entdo, i = 30/100 = 30% € a taxa
de juros. Mas quando se menciona uma taxa de juros, é necessario indicar o periodo a que ela
se refere: ao dia (ad), a quinzena (aq), ao més (a/m), ao trimestre (at), ao semestre (as) ou ao
ano (a.a.). No nosso caso, a taxa é 30% a.a., pois o rendimento de RS 30,00 é obtido apds um
ano; se fosse apds um semestre ou um meés, seria ao semestre ou ao més, respectivamente.
Dessa forma, observa-se que a unidade da taxa de juros estd intimamente relacionada ao
periodo no qual os juros foram adquiridos.

1.2.1 Juros Simples

As parcelas de juros simples sdo sempre iguais, uma vez que, sob o regime de capitalizacao
simples, os juros para cada periodo resultam da aplicacdo da taxa de juros sobre o capital
inicial, e ambas varidveis ndo mudam com o tempo.

Considere o exemplo: Um capital emprestado (C) de RS 100,00 é aplicado a uma taxa de juros

de 10% a.a., durante cinco anos. O resultado s3o cinco parcelas iguais de RS 10,00, e um valor,
ao final do periodo, de R$150,00, fruto do somatério dos desembolsos ao principal.
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Solucionando o exemplo: na capitalizagdao simples, os rendimentos rendem apenas sobre o
capital inicial (C), ou principal, e i a taxa de juros cobrada em n periodos. Isto quer dizer que
os juros sdo obtidos como resultado do produto entre o capital inicial, a taxa de juros e o
periodo. Considere a formula j= C * i. Para o primeiro periodo (n = 1), temos j = R$100,00 * 0,1
= RS$10,00; para o periodo seguinte (n=2), temos j = C * i, e como o capital inicial sempre é RS
100,00 e a taxa continua a mesmai=0,1, o juro é o mesmo j = RS 100,00 * 0,1 = RS 10,00. Isso



sempre ocorre para cada periodo, no regime de capitalizagdo simples. O juro total da aplicagao
é a soma de todos os periodos, ou seja, 5*10,00 = 50,00. Podemos calcular o juro total da
aplicacdo pela férmula j=C * i * n, dessa maneira j = 100,00*0,1*5=50,00. O montante final
(M) é dado pela equagdo M = C +j = 100,00 + 50,00 = 150,00. Essa formula também pode ser
expressa da seguinte maneira M =C * (1+ n *i).

Resumindo, para o regime de capitaliza¢do simples, temos as seguintes férmulas:
[ ] c [ ]
J = C.l.n Onde “C” é o capital em RS; “i” é a taxa de juros; e “n” é o periodo.

M =C+J

M = C.(1+n.i)

1.2.2 Juros Compostos

No regime de capitalizacdo composto, os juros do periodo anterior sdo incorporados ao capital
inicial, para o calculo dos juros para o periodo seguinte e, assim, comegam a gerar novos juros.
Em outras palavras, no sistema de juros compostos
(capitalizacdo composta), a taxa de juros incide sobre
o montante acumulado no final do periodo anterior -
capital inicial mais juros.

Existird o mecanismo de incidéncia de juros sobre
juros.

E o caso da taxa de juros que atualiza o rendimento
dos depdsitos de poupanca. Alguém poderia imaginar
que, como a taxa de poupanga € 0,5% a/m, a taxa
anual seria 6% a.a. (= 0,5% x 12), mas, como a capitalizacdo é mensal, a taxa de juros de 0,5%
a/m, ao final do ano, chega a 6,17% ao ano (=1,005212=1,0617), pois gera juros sobre juros,
COMo veremos a segulir.

Na linguagem do Excel, o simbolo * significa a poténcia, ou seja 23 é o mesmo que 23 ou
2%2%2 =8.

Suponhamos que alguém tenha feito um depdsito de poupanca de RS 100,00 no periodo de
tempo igual a 0, ou seja, hoje. Apds um més, ele teria rendimento de RS 100 x taxa de juros
de 0,5/100 = RS 0,50, o que acumularia um saldo de RS 100,50. Para o segundo més, nesse
regime de capitalizacdo, os juros serao calculados em cima do capital inicial mais os juros
adquiridos no més anterior, ou seja, RS 100,00 + RS 0,50 = RS 100,50. Dessa forma, o individuo
teria um rendimento de RS 100,50 x taxa de juros de 0,5/100 = RS 0,5025, acumulando um
saldo de RS 101,0025. Apds o terceiro més, ele teria um rendimento de RS 101,0025 * taxa de
juros de 5/100 = RS 0,5050125, e assim por diante. Se somassemos o total, teriamos R$100,00
+RS$ 0,50 + RS 0,5025 + RS 0,5050125 = RS 101,50751. Caso féssemos utilizar o juro simples,
seria simplesmente utilizar a formula M = C * (1+n *i) que, nesse caso, geraria 100 * (1 +3 *
0,5/100) = RS 101,50.



Assim, de maneira geral, as férmulas para juros compostos sao as seguintes:

M= C.(1+i)’\n e como M = C + j, temos:

j=M-C

ou substituindo temos:
j = C.((1+i)An -1)

Veja os exemplos.

Exemplo 1: O montante e os juros compostos obtidos em uma aplicacdo de um capital C = RS
1.000,00, durante 4 anos, a taxa de 10% ao ano sdo dados por:

M = C.(1+i)*n = 1.000,00.(1+0,1)4 = 1.000,00.(1,1)*4 = 1.000,00.1,4641 = 1.464,10

Logo, como

j=M-C=1.464,10 - 1000,00 = 464,10

ou de outra maneira

j = R$ 1.000,00.((1+0,1)"4 -1) = 464,10

Exemplo 2: Suponha que uma pessoa pe¢a um empréstimo de RS 1.000,00 a um banco
que cobra uma taxa de juros de 4% ao semestre, durante trés semestres, em um regime de
capitalizacdo composto, ou seja, a taxa de juros incide sobre o montante acumulado no final
periodo anterior.

A tabela abaixo resume os juros acumulados, que sdo capitalizados semestralmente, e o
montante a ser reembolsado apds trés semestres:

Periodo Divida ao inicio | Juros semestrais | Divida ao final do semestre
do semestre
1 R$1.000,00 R$40,00 R$1.040,00
2 R$1.40,00 R$41,60 R$1.081,60
3 R$1.081,60 R$43,26 R$1.124,86

Observe que os juros semestrais sdo crescentes (40,00; 41,60; 43,26), pois foram calculados

sobre o capital inicial acrescido dos juros capitalizados no periodo anterior.




O montante total a ser pago no final de trés semestres é de RS 1.124,86, e pode ser obtido com
a aplicagdo da seguinte férmula:

Em que M é o montante total a ser pago, C é o capital inicial e

M =C. (1+0,04)*n | n é o nimero de periodos que decorre entre 0 momento em
gue se recebe o empréstimo e os prazos para ser reembolsado
com juros. No nosso caso, n = 3.

Considerando o exemplo utilizado para o regime de capitalizagdo simples, no tépico 1.2.1,
veja, na tabela abaixo, a evolu¢do dos juros no regime de capitalizacdo composto, para os
mesmos cinco periodos (n=5 anos). O periodo utilizado nas féormulas abaixo poderia ser
em dias, ou meses, ou qualquer outro periodo. Apenas seria necessario que a taxa de juros
estivesse expressa respectivamente para o mesmo periodo, ou seja, ao dia, ou a0 més, ou
gualquer outro periodo.

Temos as seguintes fdrmulas para o regime de capitalizacdo composto:

Tempo Juros Montante Férmula
0 0 100,00 M=C
1 10 110,00 M=C(1+i)*
2 11 121,00 M=C(1+i)?
3 12,1 133,10 M=C(1+i)3
4 13,31 146,41 M=C(1+i)*
5 14,64 161,05 M=C(1+i)°

1.3 Juros Simples X Juros Compostos

Ja vimos que existem duas modalidades diferentes de juros que incidem sobre o capital (juros
simples e compostos). Na modalidade de juros simples, os juros nunca passam a formar parte
do capital, e no caso, de juros compostos, os juros periodicamente passam a formar parte do
capital, e com eles comecam a ser gerados novos juros, conforme podemos constatar mais
claramente nas figuras a seguir.
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Observe que para periodos de capitalizagao inferiores a unidade (1 més), os juros gerados
pelo regime de capitalizagdo simples sdo maiores que os gerados pelo composto, depois o
resultado se inverte.

Capital inicial = RS 10.000,00 Taxa Juros = 10% a/m
Més Juros Simples Acumulados Juros Compostos Acumulados
t=5 dias R$166,67 R$160,12
t=10 dias R$333,33 R$322,80
t=15 R$500,00 R$488,09
t=20 R$666,67 R$656,02
t=25 R$833,33 R$826,65
t=1 més R$1.000,00 R$1.000,00
t=1,5 meses R$1.500,00 R$1.536,90
t=2 meses R$2.000,00 R$2.100,00

No nosso cotidiano, estamos sempre nos deparando com o regime de capitalizacdo composto,
como para uma aplicagdo em poupancga, CDB ou em um empréstimo comum em banco. O
regime de capitalizacdo simples é aplicado apenas para o cheque especial, ja que a taxa é
mensal e geralmente os clientes utilizam o cheque especial por alguns dias, ou seja, por um
periodo inferior a um més. Dessa forma, como pudemos observar na tabela acima, é mais
vantajoso para os bancos utilizar o regime de capitalizacdo simples, uma vez que o periodo
serd inferior a unidade (1 més).

Assim, observamos que os juros simples didrios sdo maiores que os juros compostos didrios.
Note também que a diferenca vai diminuindo conforme o periodo vai se aproximando de 1
més. Isso acontece, pois, no regime de capitalizacdo composto, os juros do periodo anterior
sdo incorporados para o calculo do préximo juro, crescendo paulatinamente, bem diferente dos
juros simples, que representam uma distribuicdo uniforme dos juros incorporados ao capital
ao longo do periodo. Somente apds completar o més, é que 0s juros compostos superardo os
juros simples. Matematicamente, pode ser explicado da seguinte forma: todo nimero que foi
descapitalizado com poténcia menor que um tende a crescer exponencialmente. E, se comparado
com valores distribuidos linearmente ao longo do més, sao inferiores até chegar ao final do més.

1.4 Equivaléncias das Taxas de Juros

Encontrar taxas de juros equivalentes é um procedimento Util para avaliacdo de projetos. Isso
porque podemos querer comparar projetos distintos, por
exemplo, um que apresente uma taxa de retorno mensal
e outro que apresente uma taxa de retorno anual. Com a
equivaléncia das taxas, poderemos verificar qual projeto
serd mais vantajoso, encontrando a taxa equivalente anual
para o projeto que tem taxa de retorno mensal e comparar
com a taxa de retorno anual do outro projeto.

Para que duas taxas de juros correspondentes a diferentes

periodos sejam equivalentes entre si, € necessario que a aplicacdo delas sobre um mesmo
capital inicial (C) produza o mesmo montante final (M), em igual intervalo de tempo ( n ) do
investimento.



Assim, 1% a/m, se capitalizado més a més por juros compostos, é equivalente a 12,6825% a.a.,
e 1% a/m é equivalente a 12% a.a., se capitalizado més a més por juros simples.
A equivaléncia entre as taxas pode ser visualizada nos exemplos de juros compostos, abaixo:

Uma taxa semestral de 4%, aplicada a juros compostos sobre um capital de RS 1.000,00,
obtém, no prazo de trés semestres, um montante total igual a:

M = (R$ 1.000,00) . (1,04)"3 = (R$ 1.124,86)

A formula utiliza a taxa semestral de 4% e o niumero de semestres de duragdo da operagao
igual a trés.

Ataxa trimestral de 1,9804% aplicada a RS 1.000,00 gera, apds seis trimestres, mesmo periodo
de trés semestres, o mesmo montante:

M = (RS 1.000,00) . (1,019804)"6 = (RS 1.124,86)

A formula considera uma taxa trimestral de 1,9804% e seis trimestres de duracdo da operacao.
Isso implica que as taxas de 4% ao semestre e 1,9804% ao trimestre sao equivalentes.

E importante notar que as taxas sdo efetivas, o que significa que sdo as verdadeiras taxas pagas
pela pessoa que recebe o empréstimo.

A férmula geral que permite transformar uma taxa efetiva em outra equivalente é a seguinte:
Em que: il é a taxa expressa em um periodo associado a
(1+i1)’\n 1= (1+i2)’\n2 nl, e i2 é a taxa equivalente expressa em outro periodo,

associada a n2. E importante que os periodos nl e n2
sejam iguais, apenas escritos de maneira diferente.

(1+0,04)3 = (1+i2)"6

Resolvendo, teremos i2= 1,9804% at

O calculo da taxa efetiva semestral (is), equivalente a uma taxa efetiva bimestral (ib), pode ser
feito como segue:

1+ TEA =(1+im)n12



A tabela abaixo relaciona a Taxa Efetiva Anual (TEA) com outras taxas efetivas expressas em
periodos distintos:

Férmula Taxa Periodo Numero de vezes
1+ia = (1+isem)? isem semestre 2
1+ia = (1+iquad)® iquad quadrimestre 3
1+ia = (1+itrim)* itrim trimestre
1+ia = (1+imes)*? imes més 12
1+ia = (1+iquinz)®* iquinz quinzena 24
1+ia = (1+isemana)*? isemana semana 52
1+ia = (1+idias)®® idias dia 365

E a tabela a seguir apresenta um exemplo com 4 taxas equivalentes a juros compostos:

C=R$100,00en=1ano

Capital Taxa Prazo Juros
RS 100,00 0,1% ad 360 dias RS 143
RS 100,00 3,04% am 12 meses RS 143
RS 100,00 19,71% as 2 semestres RS 143
RS 100,00 43,31% aa 1ano RS 143

1.5 Proporcionalidade dos Juros

Adicionalmente ao conceito de juros equivalentes, existe o conceito de juros proporcionais.
Consideramos que duas taxas sao proporcionais, quando elas estdo na mesma proporgdo em
relacdo ao periodo de tempo. Por exemplo: uma taxa de
juros de 12% ao ano é proporcional a uma taxa 1% ao més,
pois 12 esta para 1 na mesma proporcao que 1 ano (12
meses) estd para 1 més.

Note que a taxa de juros proporcional é igual a taxa
equivalente apenas para o regime de capitalizacdo simples,
em que 1% a/m é equivalente a 12% a.a., pois geram o
mesmo montante em um mesmo periodo de tempo, se
utilizarmos juros simples. Entretanto, isso ndo é valido
para o regime de capitalizacdo composto, pois ja vimos em exemplos anteriores que a taxa
anual equivalente a juros composto da taxa 1% a/m é ((1+0,01)*12 -1 ) = 12,6825% a.a.

1.6 Taxas Nominal e Efetiva

Outro conceito importante é a taxa de juros nominal. A taxa nominal é a taxa de juros em que
a unidade referencial de seu tempo nao coincide com a unidade de tempo dos periodos de
capitalizacdo. A taxa nominal é geralmente fornecida em termos anuais (Taxa nominal anual -
TNA), e os periodos de capitalizacdo podem ser semestrais, trimestrais, mensais, diarios, etc.



Sao exemplos de taxas nominais:

e 12% a.a. com capitalizagdo mensal.

e 12% a.a. com capitalizagao trimestral.
e 12% a.a. com capitalizagdo semestral.
e 15% a.a. com capitalizagao trimestral.

A taxa nominal, apesar de bastante utilizada no
mercado, ndo representa uma taxa efetiva e, por isso,
nao deve ser usada nos calculos financeiros no regime
de juros compostos.

Toda taxa nominal traz em seu enunciado uma taxa
efetiva implicita ou associada, que é a taxa de juros
a ser aplicada em cada periodo de capitalizagdo. Essa
taxa efetiva implicita é sempre calculada de forma
proporcional.

Quando falamos qual serda a taxa efetiva implicita que
equivale a taxa de 12% ao ano, capitalizada més a més, estamos falando de uma taxa distinta
daquela equivalente a taxa de 12% ao ano, capitalizada trimestralmente, que por sua vez é
diferente da taxa de 12% ao ano, capitalizada semestralmente. No primeiro caso, a taxa de
juros de 12% ao ano, capitalizada més a més, significa que devemos dividir 12% por 12 meses
(conceito proporcional) para obter a taxa efetiva implicita a taxa nominal, ou seja, a taxa que
realmente serd aplicada na operagdo financeira a cada més, nesse caso, 1% ao més. No segundo
- 12% ao ano, capitalizada trimestralmente - devemos entender que a taxa ao trimestre é igual
a 12% dividido por 4 (niUmero de trimestres em 1 ano), que é 3%, ou seja, 3% ao trimestre. E,
no terceiro caso, divide-se 12% por 2, obtendo-se uma taxa de 6% ao semestre.

Conforme podemos observar, a taxa efetiva implicita de uma taxa nominal anual é sempre
obtida de forma proporcional para o periodo de capitalizacdo da taxa nominal. A taxa efetiva
anual equivalente (TEA) a essa taxa efetiva implicita é sempre maior que a taxa nominal que
Ihe deu origem, pois essa equivaléncia é sempre feita no regime de juros compostos. A TEA
associada a TNA serd tanto maior quanto maior for o nimero de periodos de capitaliza¢dao da
taxa nominal.

Nos exemplos acima, temos TNA = 12% a.a., com capitalizagdo mensal que estd associada a

taxa efetiva implicita de 1% a/m, e, portanto, para obter a TEA, basta calcular a taxa equivalente
anual a taxa de 1% a/m. Logo:

TEA = ((1+0,01)*12)-1 = 12,6825% a.a.

No segundo exemplo, temos TNA = 12% a.a., com capitalizagao trimestral que esta associada a
taxa efetiva implicita de 3% at, e, portanto, para obter a TEA, basta calcular a taxa equivalente
anual a taxa de 3% at. Nesse caso:

TEA = ((1+0,03)4)-1 = 12,55088% a.a.



Finalizando, no ultimo exemplo, temos TNA = 12% a.a., com capitalizacdo semestral que esta
associada a taxa efetiva implicita de 6% as, e, portanto, para obter a TEA, basta calcular a taxa
equivalente anual a taxa de 6% as. Logo:

TEA = ((1+0,06)"2)-1 = 12,36% a.a.

A tabela abaixo mostra um resumo comparativo entre a taxa nominal e a taxa efetiva:

Item

Taxa Nominal

Taxa Efetiva

Simbolo

Inom

Defini¢do

Prazo ndo coincide com
prazo de capitalizagao

Prazo coincide ou trata-
se de uma equivalente

Exemplo

6,00% a.a. capit. mensal

10% a.a.

Produto

SFH, Poupanca

CDB, Empréstimos

Observacao

N3o paga ou cobra
0 que anuncia

Aparentemente paga ou
cobra o que anuncia
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